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932 L’incomplétude et l’indécidabilité en mathématiques

En 1899, D. Hilbert (1862-1925) établit des fondements généraux pour la géométrie, où trouvaient place les géométries non-euclidiennes, non-archimédiennes, non-arguesiennes, etc. Cette évolution conduisit à donner, en géométrie, plus d’importance à la rigueur logique des enchaînements de propositions (c'est-à-dire à la « forme » des raisonnements) qu’à leur utilisation pratique et à penser que la géométrie pouvait être seulement un jeu de règles formelles. Le « programme de Hilbert » (§ 12) se plaçait résolument dans cette optique, puisqu’il proposait de vérifier toutes les propositions mathématiques en les fondant seulement sur des objets élémentaires (essentiellement les nombres entiers et leurs assemblages) et sur des relations tout aussi élémentaires. Ce programme supposait la « complétude » des mathématiques, c’est-à-dire le fait que toute propriété « vraie » (c’est à dire tout « théorème ») est démontrable.

932.1 Les premiers tremblements de terre ébranlant les fondements des mathématiques

Euclide avait rassemblé, vers 300 av. J.-C., des démonstrations plus anciennes et sa géométrie repose fondamentalement sur des axiomes liés aux définitions du point, de la droite, du plan qui ont donné naissance à la géométrie classique où les figures pouvaient être dessinées avec la règle et le compas, et même seulement avec le compas, comme l'a démontré l'abbé Mascheroni (1750-1800). Euclide utilisait aussi plusieurs propositions indémontrables, qui sont nommées postulats. Le plus fameux de ces postulats dit que, à partir d’un point placé hors d’une droite, on peut tracer une parallèle et une seule. 

A partir du début du XIXème siècle, Riemann, Bolayi (in Leonhardt un peu plus loin) Lobachevski et plusieurs autres mathématiciens ont construit des géométries non-euclidiennes. En 1854, Riemann précise que les géométries planes non euclidiennes sont des cas particuliers d’une géométrie construite sur des surfaces de courbure positive, nulle ou négative. Ceci montrait qu'il est possible de construire une géométrie plus générale que celle d'Euclide et que celle-ci est "incomplète" en ce sens que ses propositions ne sont pas toutes démontrables. Cette incomplétude fut démontrée par E. Beltrani en 1868, puis par Henri Poincaré. 

A partir du début du XIXème siècle, Riemann, Bolayi (in Leonhardt un pêu plus loin) Lobachevski et plusieurs autres mathématiciens ont construit des géométries non-euclidiennes qui avaient été entrevues oar Girolamo Saccheri (1667-1733). En 1854, Riemann précise que les géométries planes non euclidiennes sont des cas particuliers d’une géométrie construite sur des surfaces de courbure positive, nulle ou négative. Ceci montrait qu'il est possible de construire une géométrie plus générale que celle d'Euclide et que celle-ci est "incomplète" en ce sens que ses propositions ne sont pas toutes démontrables. Cette incomplétude fut démontrée par E. Beltrani en 1868, puis par Henri Poincaré. 

932.2 Le premier théorème de Gödel

Le premier théorème de Kurt Gödel (1929) confirma que la logique des prédicats (§ 12), qui utilise seulement des ensembles finis, est « complète », mais qu’il existe au moins une propriété d’arithmétique qui est vraie, mais qui ne peut pas être démontrée par récurrence.

(à vérifier en comparant aux travaux de Post qui dateraient de 1921 et à ceux de D. Hilbert et W. Ackerman en 1928 que je n'ai pas pu consulter)

932.3 Un aperçu sur le second théorème de Gödel

En 1931, K. Gödel a démontré un autre théorème qui prouvait que le programme de Hilbert ne peut pas être réalisé pour l’arithmétique de Peano (voir le § 12) quand on essaie de numéroter les propositions, l’une après l’autre. Ce second théorème de Gödel comprend deux parties dont la seconde est une mise en forme rigoureuse de l’antinomie d’Epiménide ; un résumé très simplifié peut en être présenté (J.-Y. Girard, 1983) : 

Considérons la proposition (A) : « je suis une proposition non démontrable » – qu’il faudrait coder avec le formalisme de Peano pour raisonner en toute rigueur – et regardons les deux solutions possibles :

- (A) est vraie, et il existe alors une proposition indémontrable ;

- (A) est fausse ; alors toutes les propositions sont démontrables ; en particulier, la proposition (A) est démontrable mais elle contredit son propre énoncé. 

Le deuxième terme de l’alternative conduirait à dire que l’arithmétique de Peano est contradictoire (ou, plus exactement, inconsistante ou incohérente). Mais il est plus sage d'accepter le premier terme de l'alternative et de dire qu’elle comprend des propositions indémontrables et qu’elle est donc incomplète. 

Une formulation un peu plus formelle du second théorème de Gödel est de dire qu’il est impossible de démontrer, dans un système tel que l’arithmétique de Peano, la proposition : « l’arithmétique de Peano est cohérente » et donc de conclure qu'elle est incomplète.

Une présentation plus précise est : "il existe une infinité de chaînes de théorèmes dont la récapitulation n’est pas un théorème". La difficulté vient de l’introduction de l’infini dans cet énoncé, comme dans la considération de l’ensemble des nombres entiers – qui interviennent dans l'arithmétique de Peano (§ 12). Certains mathématiciens proposent d’ajouter la possibilité de ce type de récapitulation (ou son contraire) comme axiome supplémentaire de la théorie des nombres, tout comme le postulat d’Euclide peut être ajouté aux premiers axiomes de base dans la géométrie « ordinaire ». Ceci revient à ajouter aux infinités de nombres que nous connaissons déjà (les nombres entiers, les nombres fractionnaires, les nombres irrationnels, les nombres imaginaires, etc.) une nouvelle infinité de nombres qui ont été qualifiés, avec quelque humour, de « surnaturels ».1 Euclide avait déjà démontré que la suite des nombres premiers est infinie. Hadamard et de La Vallée-Poussin ont montré en 1896 que la densité des nombres premiers autour de n est voisine de 1/ log n.
Un tel élargissement du domaine des nombres n’est pas une innovation : aucun nombre entier, a, n’est tel que a+a = 1 et il a fallu introduire une infinité de nombres fractionnaires pour que les équations du type a+a = 1 puissent trouver leur solution (en l’occurrence a = ½). De même, aucun nombre entier ou fractionnaire n’est tel que a.a = 2, et c’est l’infinité des nombres « irrationnels » (bien choquants pour notre raison) qui ont été découverts par les Grecs pour trouver une solution (la démonstration qu’en donne Platon mérite d’être relue). Enfin, aucun des nombres précédents n’est tel que a.a = – 1, et les nombres « imaginaires », dont la forme générale est a + bi ( avec i = la racine carrée de –1) font alors l’affaire. On peut donc imaginer que l’introduction de nouveaux types de nombres permettra de naviguer dans ces domaines en cours d’exploration.

932.4 Les très très grands nombres

Nous sommes capables de compter d'un seul coup d'œil un très petit nombre d'objets, généralement moins de 10 ; au-delà, nous sommes obligés de regarder les objets les uns après les autres et les bergers savent que ce n'est pas toujours facile. Ce seuil de 10 objets est nommé L1 (J.-P. Delahaye, 2004). Nous sommes capables d'identifier un nombre nettement plus grand quand il est écrit avec la "numération de position" où se placent les chiffres des unités, des dizaines, des centaines, etc. Mais, en face d'un nombre écrit qui contient plus de 10 chiffres – tel que 8534008453 – nous le nommons difficilement et l'on atteint ainsi le seuil L2, voisin de 10 10 qui s'écrit aussi 10*10 ou 1000000000. Ce changement de notation rend plus aisées les comparaisons de nombres : par exemple, nous voyons immédiatement que 8,534008453 . 10 10 est plus petit que 1,8534008453 . 10 932. . 

Les physiciens, les biologistes et les économistes utilisent souvent des chiffres nettement plus grands que L2, et ils s'en tirent en utilisant les puissances de 10 ainsi qu'il vient d'être dit : le nombre d'Avogadro était voisin de 6,06 1023 ; on estime que le nombre de cellules d'un homme à 10 14 ; le nombre d'atomes de l'univers est estimé à 1080 et c'est le nombre maximal des bits d'information qui seraient disponibles si nous pouvions marquer tous les atomes. Seth Lloyd a calculé que le nombre de bits d'information quantique inclus dans l'univers visible peut être voisin de 10120. Le plus grand nombre premier connu est ainsi 2209960932. –1. et il comprend 6.320.430 chiffres en numérotation décimale, ce qui occuperait 1.200 pages de 5.000 caractères. 

Le nombre ( est actuellement connu avec 1.200 milliards de décimales et il serait bien difficile de le lire comme les nombres précédents. C'est pourquoi les mathématiciens caractérisent un seuil L3 en disant que c'est celui où ils commencent à lire avec difficulté les puissances de 10 (par exemple 10 8534008453) et ils conviennent que L3 = 1010000000000 = ((10*10)*10). 

Ensuite, il est difficile de voir immédiatement avec cette notation la différence entre deux grands chiffres tels que :

(((((((((10*10)*10)*10)*10)*1010*10)*10)*10)*10)*10 et (((((((((1*10)*10)*10)*10)*1010*10)*10)*10)*10)*10,
ce qui conduit à définir L4 = 10 élevé 10 fois à la puissance 10. 

D. Knuth et J. Conway ont proposé, chacun de leur côté, des notations spéciales à base de petites flèches pour identifier ces très très très grands nombres qui sont considérés comme calculables quoiqu'aucun ordinateur matériel ne puisse les construire. T. Rado (1906-1989) a conçu une suite de nombres qui croissent extrêmement vite (bien plus vite que la fonction exponentielle), les "castors affairés", qui sont des machines de Turing particulières (dont nous reparlerons dans le paragraphe suivant) : considérons une machine qui peut se trouver dans n états : Rado(n) est le nombre maximum d'étapes qu'elle peut effectuer avant de s'arrêter. Et l'on a Rado(1) = 1, Rado(2) = 6, Rado(3) = 21, Rado(4) = 107, Rado(5) >= 47.176.879, Rado(6) est > 3.101730, qui est donc compris entre L2 et L3. Ensuite, Rado(7) est peut être supérieur à L3 et on ne sait même pas s'il peut être calculé avec un ordinateur réel.

932.5 L'indécidabilité

Un exemple montrera que l’indécidabilité n’est nullement dramatique : pour expliquer ce que peut être un système axiomatique où certaines propositions sont indécidables, J.-P. Delahaye (1999b) donne l’exemple simple d’un système constitué de trois symboles, A, B et C et de trois règles du jeu : 

- règle 1 : AB = BC, 
- règle 2 : B = CCC,

- règle 3 : BB = B.

Ces règles permettent de prouver que AAAB = B, puisque AAAB = AABC (règle 1) = ABCC (encore selon la règle 1) = BCCC (règle 1) = BB (règle 2) = B (règle 3). Mais elles ne permettront jamais de savoir si ABA = A, puisque la seule proposition déductible de ABA est BCA et que le raisonnement s’arrête là en ce qui concerne A (l’application de la règle 2 donne BCA = CCCCA, qui ne répond pas à la question posée). La proposition ABA = A est donc indécidable. 

Les travaux de Paul Cohen (en 1963) prolongent ceux de Gödel et montrent que l’axiome du choix n’est pas démontrable ni réfutable à partir de la théorie des ensembles.

Dans un domaine voisin, il existe de nombreuses conjectures qui ne sont pas encore démontrées. Par exemple, Goldbach a proposé à Leonhard Euler, le 7 juin 1742, une conjecture très simple : un nombre pair est-il toujours la somme de deux nombres premiers (2 = 1+1 ; 4 = 3+1 ; 6 = 5+1 ; 8 = 7+1 ; 10 = 7 + 3 ; 12 = 7+5 ; 14 = 13+ 1 ; etc.) ? Elle a été vérifiée jusqu’à 10*16, mais elle n’est pas encore démontrée et nous ne savons même pas comment la démontrer. 

932.14 Réalisme et idéalisme (ancien à conserver)

Le problème des Universaux (923.35) est encore d’actualité, puisqu’il vient d’être examiné à nouveau par J.-P. Changeux et A. Connes (1989) et discuté par J. Largeault (1990). Ils montrent que le « réalisme » et l’ « idéalisme » demandent à être un peu précisés dans leur acception moderne – qui est hélas moins claire que celle qui leur avait été donnée pour souligner les différences entre Platon, Aristote et Thomas d’Aquin. (voir Gilson dans le § 92)

Pour l’idéaliste nouvelle manière, les objets mathématiques ne sont rien de plus que des « représentations » (pour ne pas dire des fantasmes). Cette position rejoint souvent le matérialisme de certains auteurs : la représentation que nous nous faisons du nombre 2 n’est, pour eux, rien de plus qu’un état de nos neurones et de nos synapses cérébrales. Cet idéalisme-matérialisme a l’inconvénient de laisser dans l’ombre la communicabilité (= l’intersubjectivité) de la connaissance : entre vos neurones qui pensent le chiffre 2 et les miens qui le pensent aussi, quelle est la partie commune entre nos deux cerveaux grâce à laquelle 2+2 sera égal à 4, pour vous comme pour moi ?

Pour un réaliste, les objets mathématiques existent indépendamment de celui qui les pense ; le mathématicien ne crée pas ces objets, pas plus que le géographe ne crée les continents dont il cartographie les contours (cf. Platon, § 923.2). Une personne qui admet ensuite que les raisonnements et les démonstrations sont l’œuvre des hommes rejoint la position « constructiviste » soutenue par J. Brouwer (1881-1966), reprise récemment par E. Bishop (1967). Les idées de J. Dewey et A. Bentley s’en rapprochent : pour eux, l’acte de connaître et ce qui est connu sont liés par un processus « transactionnel ». 

932.6 Les conséquences du second théorème de Gödel

La démonstration de la fameuse conjecture de Fermat est un bon exemple des conséquences du second théorème de Gödel : A. Wiles a présenté en 1996 une démonstration de cette conjecture en faisant appel à la théorie des ensembles dite de Zermelo-Fraenkel (utilisée aussi par les mathématiciens regroupés sous le nom de Bourbaki), qui est bien plus puissante que l’arithmétique de Peano (à vérifier). Mais l’on ne sait pas encore si cette conjecture est démontrable dans l’arithmétique de Peano. En effet, une démonstration est toujours établie dans un contexte qui est le système d’axiomes adopté au départ.

J.-P. Delahaye (1999a) ajoute que « pour penser que le théorème de Fermat est vraiment démontré, il n’est donc pas nécessaire de croire à l’existence des ensembles, mais seulement à la consistance de la théorie Zermelo-Fraenkel, ce qui est beaucoup plus faible. » Le second théorème de Gödel reste fondé sur la méta-mathématique de la logique déductive (cf. § 12) qui est indispensable dès que l’on veut démontrer un théorème. 

La conséquence mathématique la plus importante du second théorème de Gödel est sans doute qu’un système formel devient vulnérable à partir d’un certain seuil de complexité. Il n’a pas fait vaciller les mathématiques, dont les bases sont toujours aussi résistantes, mais il est simplement apparu que la pointe de la pyramide (= la complétude) ne pourrait pas être construite en prolongeant ses arêtes. Le second théorème de Gödel n'est pas un séisme qui ébranle l'édifice des mathématiques, et il est seulement une chiquenaude qui conduit à ajouter une branche à cet arbre majestueux.

J.-P. Delahaye (1999a) 2 en conclut que la situation des mathématiques est, comme notre propre santé, désespérée à long terme, mais qu’elle est satisfaisante tant que nous restons en vie. Quant aux élucubrations pseudo-philosophiques que certains intellectuels échafaudent à partir du second théorème de Gödel, J. Bouveresse (1998) 3 nous avertit : « rien d’intéressant n’a été ajouté, par l’invocation du théorème de Gödel, à ce que l’on peut dire sans lui d’une question comme celle de l’indécidabilité dans le domaine de la littérature, de la métaphysique ou de la religion.» 

Finalement, il serait illogique de tirer du second théorème de Gödel une remise en question de la validité des mathématiques. Symétriquement, il est évident que les vérités dont nous avons besoin dans notre vie quotidienne ne sont pas toutes mathématisables et il serait naïf de faire appel à Gödel pour enfoncer cette porte ouverte. Nous reviendrons sur ce point quand nous examinerons les paradoxes sorites et les ensembles flous (§ 933)

La conséquence philosophique la plus sérieuse des travaux de Gödel est de confirmer que les mathématiques constituent un monde limité qui n’obéit qu’à ses propres règles, telles qu’elles sont conçues par les mathématiciens. Les mathématiques restent multiples et composées de parties qui ne sont qu’à peine communicantes. Ce domaine qui a le mérite d’être parfaitement rationnel restera-t-il éternellement fragmenté ?

Le problème philosophique le plus grave posé par les mathématiques est sans doute de savoir pourquoi elles peuvent représenter le monde physique, en particulier dans le domaine quantique. C’est dans une discussion consacrée au « réel » (§ …) que devra être examinée cette relation entre le monde abstrait des équations et le monde que les physiciens découvrent expérimentalement. 

932.7 Les machines de Turing

Les machines de Turing sont une des sources des raisonnements vertigineux qui viennent d'être évoqués : une machine de Turing est un mécanisme qui peut se trouver dans un certain nombre d'états en fonction de ce qu'il lit sur un message constituant un programme constitué par une séquence d'instructions. Par exemple, l'instruction [3,2 doit donner 4,1, droite] ordonne à la machine, si elle est dans l'état 3 et si elle lit le chiffre 2, de :

- passer dans l'état 4,

- écrire 1 sur un support de messages,

- déplacer la tête de lecture d'un cran vers la droite.

La machine peut comporter un état "arrêt" où elle cesse de fonctionner et l'on s'intéresse particulièrement aux machines qui s'arrêtent après avoir accompli un nombre maximum d'instructions et que l'on appelle des "castors affairés". 

La machine peut comporter un état "arrêt" où elle cesse de fonctionner et l'on s'intéresse particulièrement aux machines qui s'arrêtent après avoir accompli un nombre maximum d'instructions et que l'on appelle des "castors affairés". 

Alan Turing a ainsi démontré qu’aucun programme d’ordinateur ne peut prévoir si un autre programme cessera un jour de mouliner ses calculs. Il existe donc en conséquence des nombres « incalculables » ! G. Chaitin a repris le problème en s’inspirant des travaux de Borel (1927) sur la numérotation des questions que l’on peut poser ; il montre que la probabilité pour que le programme s’arrête est un nombre réel (et quela suite des chiffres après la virgule qui composent ce nombre est incompressible ; mais il ajoute que ce nombre est parfaitement aléatoire que sa complexité est infinie et son entropie est maximale. C’est au cœur de la rigueur mathématique des nombres que le hasard vient paradoxalement s’installer ! (voir l'Annexe 1)

La théorie de la complexité de N. Kolmogorov et G. Chaitin propose de mesurer la complexité d’un système par la longueur du programme informatique qui permet de le modéliser et cette théorie est un nid d’indécidabilités ! G. Chaitin (2003) explique pourquoi la longueur minimale du programme ne peut être calculée que dans un nombre fini de cas. Il fait aussi une remarque très profonde : le programme le plus court qui puisse désigner un nombre entier consiste souvent à écrire directement les chiffres de ce nombre ; mais « certains nombres entiers peuvent être calculables par un programme plus court que celui qui servirait à les énoncer » et ces nombres sont dits « intéressants ». Les nombres « inintéressants » sont irréductibles, incompressibles et ils peuvent être considérés comme étant dus au hasard, puisqu’ils ne peuvent pas être décomposés en éléments plus simples.

932.8 Une remarque finale

Dans le paragraphe 932.2, la logique des propositions et la logique des prédicats ont été brièvement évoquées. Il aurait été concevable d’en parler avant même de réfléchir sur les mathématiques, mais il a paru préférable de commencer par montrer que la mathématique n’est pas maîtresse de ses racines, et que sa richesse doit être évaluée par des raisonnements qui sont situés sur la frontière disputée qui la sépare de la logique, frontière qui n'est pas une faille d'incommunicabilité, même si elle est le lieu d'éruptions volcaniques récurrentes.

1 cf. Pour la science , n° sur l’infini, décembre 2000

2 Delahaye J.-P., 1999 - La numérologie du nombre d'or, Pour la Science, 262 : 108-113 Delahaye J.-P., 1999 - Les propositions indécidables, Pour la Science, 265 : 104-109

3 Bouveresse J. 1998 - Qu'appelle-t-on penser ?, Les cahiers rationalistes sept. et nov. 1998 

1

